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آموزشی

 ارتباط بين
آربلوس 

و    نمايش هندسي اتحادهاي جبري
مريم شاه محمدي

دبیر منطقة يك 
آموزش وپرورش شهر تهران

چکيده
اهدف از نگارش مقالة حاضر، طرح و بيان يك موضوع مرتبط با مباحث كتاب هاي درسي رياضي متوسطه، به عنوان يك پيشنهاد 
موردي به منظور تعميق دانسته هاي فراگيرندگان و عينيت بخشيدن به مسائل انتزاعي در آموزش رياضي است. »آربلوس«1 يكي از 
قديمي ترين و جالب ترين اش�كال هندسي اس�ت كه متأسفانه در كتاب هاي درسي در مدارس ايران جايگاهي براي آن منظور نشده 
اس�ت. در مقالة حاضر، آربلوس و برخي از خواص آن معرفي ش�ده اس�ت. همچنين، با در نظر گرفتن رويكرد هندس�ي � كاربردي در 
تأليف كتاب هاي درس�ي رياضي در س�ال هاي اخير، سعي شده است با بررسي موضوعي مس�احت آربلوس و ارائة روش هاي ترسيمي 
و محاس�باتي س�اده در نرم افزارهاي »math prof«،»geogebra« و »calques 3D« و ارتباط بين آن و اتحادهاي جبري به صورت 

شهودي نمايش داده شود.

كليدواژه ها: آربلوس، مساحت، حجم، اتحاد جبري

مقدمه
آربلوس یک کلمة یوناني به معناي چاقوي کفاشي 
است. همچنین، به تیغة چاقویي که خرازان و پینه دوزان 
باستان از آن اس��تفاده مي کردند، شباهت دارد. آربلوس 
یک شکل هندسي است که از سه نیم دایره ساخته شده 
اس��ت )شکل 1(. یک نیم دایره با قطر AB و دو نیم دایرة 
کوچک ت��ر که در یک نقطه روي قطر دایرة بزرگ (C) با 
یکدیگر مماس بیرون و در راستاي قطر AB بر نیم دایرة 
بزرگ تر مماس درون هس��تند. مرکز هر سه نیم دایره در 
ی��ک امتداد و مجموع قطره��اي دو نیم  دایرة کوچک تر 
ب��ا قطر نیم دایرة بزرگ برابر اس��ت. در واقع دو نیم دایرة 
کوچک تر در نیم دایرة بزرگ محاط شده اند. سطحي که 
توس��ط سه نیم دایره توصیف ش��ده، محدود شده است، 

آربلوس نامیده مي شود[1].
ارشميدس2، ریاضي دان یوناني، اولین کسي بود که 
خواص ریاضي این کمان ها را مطالعه و بررسي کرد. البته 
خواص آربلوس مورد توجه ریاضي دانان مش��هوري چون 
دكارت3، فرما4، نيوتن5 و ابوس�عيد س�جزي نیز بوده 

است.

شكل 1. نمايش هندسي يك آربلوس

پيشينه اي براي نمايش هندسي اتحادهاي جبري
یونانیان باس��تان، فقط از صورت هندسي مسطحه 
مفاهیم جبري اس��تفاده مي کردند. اقليدس6، در کتاب 
دوم اص��ول خود، یک تعبیر هندس��ي از اتحاد مربع دو 
جمله اي: 2=a2+b2+2ab(a+b) و دیگر اتحادهاي جبري 
درج��ة دوم پیش��نهاد مي کن��د. ارش��میدس در کتاب 
»مأخوذات« که نصيرالدين محمد طوسي تحریري بر 
آن نوشته است،  تعبیر هندسي دیگري از اتحاد فوق ارائه 
مي دهد. او ثابت مي کند مکمل نیم دایره هایي با قطرهاي 
a و b و نیم دایره اي با قطر (a+b)یا )آربلوس( برابر است با 
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دایره اي به قطر 
ابوس��عید س��جزي، در کت��اب »في مس��احئ الاکر 
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بالاکر«، صورت هندس��ي مسطحة ارشمیدس و اقلیدس 
را ب��ا در نظر گرفتن آن در فضا تعمی��م مي دهد. او یک 
 (a+b)3=a3+b3+3ab(a+b) :تفس��یر س��ه بعدي از اتحاد
ارائه مي دهد. بدین صورت که یک مکعب را به دو مکعب 

و سه متوازي السطوح تقسیم مي کند.

ويژگي هاي آربلوس
آربلوس یک شکل هندسي خودمتشابه است. یکي از 
ویژگي هاي جالب آربلوس، همساني محیط آن با محیط 

یک دایره معین است[5] )شکل 2(.

A C B

اشياء وابسته: 
c = 12/57
d = 9/55
e = 3/02

circumference of Arbelos=c+d+e

2a 2b

ش�كل 2. نمايش محاس�بة محيط آربلوس در نرم افزار 
جئوجبرا

در حالت کلي با فرض AC=2a و CB=2b داریم:
AC طول کمان نیم دایره به قطر = πa               )1(
CB طول کمان نیم دایره به قطر = πb               )2(
AB طول کمان نیم دایره به قطر = π(a+b)         )3(
)πa+πb+π(a+b)                    )4 = محیط آربلوس
2(a+b) 2 = محیط دایره به قطرπ(a+b)            )5(

از رابطه هاي فوق لم 1 نتیجه مي شود.
لم 1. محیط ی��ک آربلوس ب��ا نیم دایره هاي داخلي 
 (a+b) با محیط دایره اي به ش��عاع ،b و a به ش��عاع هاي
برابر اس��ت. یکي دیگر از خواص جالب آربلوس، همساني 

مساحت آن با مساحت یک دایرة معین است.

ل�م 2. فرض کنید CH مماس مش��ترك داخلي دو 
نیم دایره به ش��عاع هاي a و b و محدود به کمان نیم دایره 
به قطر AB باشد )ش��کل 3(. در این صورت اندازة طول 
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شكل 3. نمايش مماس مشترك داخلي دو نيم دايرة آربلوس

برهان: از نقط��ة H به نقاط A و B وصل مي کنیم 
 )ش��کل 4(. با توجه به رابطة فیثاغ��ورس در مثلث هاي 

BCH ، ACH و AHB داریم:

ش�كل 4. تعيي�ن ان�دازة مم�اس مش�ترك داخلي دو 
نيم دايرة آربلوس
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(2a)2+CH2=x2                                           )6(
(2b)2+CH2=y2                                           )7(
x2+y2=4(a+b)2                                          )8(

با جاي گ��ذاري رابطه ه��اي )6( و )7( در رابطة )8( 
داریم:

4a2+4b2+2CH2=4a2+4b2+8ab                     )9(
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قضية 1. مساحت یک آربلوس )شکل 5(، همواره با 

مساحت یک دایره برابر است.

شكل 5. مساحت يك آربلوس

بره�ان: با توجه به خاصیت مماس مشترك داخلي 
دو نیم دای��رة دروني آربل��وس و رابطة هندس��ي قضیة 
فیثاغ��ورس در مثل��ث قائم الزاویه )ش��کل 6( و انعکاس 

آربلوس داریم:
AB2=AD2+BD2                                      )10(
BD2=BC2+CD2                                       )11(
SArbelos+A1+A2=B1+B2                              )12(

 π
8

ب��ا ضرب کردن رواب��ط )10( و )11( و )12( در 
داریم:

B1=A1+S1                                               )13(
B2=A2+S2                                               )14(

ب��ا جاي گذاري رواب��ط )13( و )14( در رابطة )12( 
خواهیم داشت:

SArbelos+A1+A2=A1+S1+A2+S2                   )15(
⇒SArbelos=S1+S2=S                    

شكل 6. رابطة فيثاغورس در تعيين مساحت نيم دايره

از ترکیب لم 2 و قضیة 1، نتیجة زیر حاصل مي شود:
نتيجة 1. مس��احت ی��ک آربلوس ب��ا نیم دایره هاي 
داخلي به ش��عاع هاي a و b، با مساحت دایره اي به شعاع 
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تعريف 1. یک نیم کره به ش��عاع (a+b) و دو نیم کره 
به ش��عاع هاي a و b را که در آن مماس هس��تند )شکل 
7(، در نظ��ر بگیرید؛ به گونه اي که مرکز هر س��ه در یک 
امت��داد، و مجموع قطرهاي دو نیم ک��رة کوچک با قطر 
نیم کرة بزرگ برابر باش��د. فضاي هندس��ي محصور بین 
دو نیم کرة کوچک و نیم کرة بزرگ را »مس��تدیر کروي 

آربلوس« مي نامیم.

b
a

شكل 7. مستدير كروي آربلوس

قضية 2. حجم مستدیر کروي آربلوس با شعاع هاي 
داخلي a و b، با نصف حجم استوانه اي به ارتفاع (a+b) و 

 برابر است )شکل 8(.
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شعاع قاعدة 

a+b
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شكل 8. حجم مستدير كروي آربلوس

بره�ان: حجم مس��تدیر کروي  آربل��وس را با V1 و 
حجم استوانة مفروض را با V2 نشان مي دهیم.
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       )16(

                                     
 )17(

با مقایسة رابطه هاي )16( و )17( حکم قضیه ثابت 
خواهد شد.
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 پي نوشت ها ..................
1. Arbelos
2. Archimedes
3. Descartes
4. Fermat
5. Newton
6. Euclid

ارتباط بين نمايش هندسي اتحادهاي جبري با آربلوس
Sr و  =a+b را ب��ا (a+b) مس��احت دای��ره اي به ش��عاع
مس��احت دایره ها با شعاع هاي a و b را به ترتیب با Sr=a و 

Sr=b نشان مي دهیم )شکل 9(.

Sr=a+b=Sr=a+Sr=b+2SArbelos                           )18(
π(a+b)2=πa2+πb2+2πab                            )19(

⇒(a+b)2=a2+b2+2ab                            

2a 2b

πab

πab

πa2 πb2

شكل 9.  ارتباط آربلوس و اتحاد مربع دو جمله

با در نظر گرفتن قضیة 2، مي توان یک تعبیر هندسي 
براي اتحاد مکعب دو جمله اي مطرح کرد:

نتيجة 2. مکمل دو کره به شعاع هاي a و b و کره اي 
به ش��عاع (a+b)، یک اس��توانه به ارتفاع (a+b) و شعاع 

است )شکل 10(.
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قاعدة 
اگر حجم کره اي به شعاع (a+b) را با Vr=a+b و حجم 
کره هایي با ش��عاع هاي a و b را به ترتیب با Vr=a و Vr=b و 
را با 
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حجم مخروطي به ارتفاع (a+b) و شعاع قاعدة 
V نشان دهیم، داریم:

Vr=a+b=Vr=a+Vr=b+3V                               )20(
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 )21(
⇒(a+b)3=a3+b3+3ab(a+b)                
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شكل 10.  ارتباط آربلوس و اتحاد مكعب دو جمله

نتيجة 3. مکمل دو کره به شعاع هاي a و b و کره اي 
به ش��عاع (a+b)، س��ه مخروط به ارتفاع (a+b) و شعاع 

 است.
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شكل 11.  آربلوس در زندگي روزمره

نتيجه گيري و پيشنهادات
بي ش��ک یک��ي از عوام��ل تأثیرگ��ذار ب��ر عملکرد 
ریاض��ي فراگیرندگان، توانایي تصویرس��ازي مس��ائل و 
دانش هندسي آن هاس��ت. لذا ایجاد ارتباط بین مسائل 
گوناگون ریاضي و بیان آن ها در تقویت قوة تصویرسازي 
ذهني دانش آموزان نقش بس��زایي دارد. آربلوس یکي از 
ابزارهاي موجود در زندگي روزمره اس��ت )شکل 11( که 
به دلیل برخورداري از شکل هندسي خاص و ویژگي هاي 
س��اختاري، در تصویرسازي بس��یاري از مفاهیم ریاضي 
کاربرد دارد. همان گونه که مطرح ش��د، آربلوس مفاهیم 
هندس��ي چون دایره، مماس مشترك داخلي و خارجي 
دو دایره، دایره هاي مماس درون، مماس برون، مساحت، 
حجم و... )عناوین فصل دوم کتاب هندسة سوم ریاضي( 
را دربرمي گیرد. نظر به اینکه علي رغم تغییرات کتاب هاي 
درس��ي در س��ال هاي اخیر،  در نگارش و محتواي کتاب 
هندس��ة 2، تغییراتي صورت نگرفته اس��ت. بازنگري و 
اشاره به مواردي از این دست در تکمیل مباحثي از کتاب 

مذکور، پیشنهاد مي شود.
از ط��رف دیگ��ر، ارتباط آربلوس با تعبیر هندس��ي 
اتحاده��اي جب��ري، در جه��ت تعمی��ق دانس��ته هاي 
دانش آم��وزان )کتاب ریاض��ي 1 متوس��طه( موضوعي 

کاربردي و قابل تأمل به نظر مي رسد.


